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Algebra [II. Examen IV

Ejercicio 1. Sea f = (2* 4+ 1)(2* — 3) € Q[z] y K el cuerpo de descomposicién de
f sobre Q:

a) Describe todos los elementos de Aut(K).

¢) Calcula Autgeu) (K) N Autg,z (K).

)
b) Comprueba que w € K, con w = ~1/2+ i\/§/2.
)
d)

Calcula los subcuerpos de K de grado 4.

Ejercicio 2. Sea f = 2® + 322 — x + 1 € Q[z] con «, 8 raices reales de f. Calcular

[Q(a+5) - QJ.

Ejercicio 3. Sea F un cuerpo con car(F) =2, a € F con F =TFy(a) y a® =a’® + 1.
a) Calcular Aut(F).

b) Encontrar un elemento b y expresarlo en funcién de a para que |Fo(b)| = 8.
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Solucion.

Ejercicio 1. Sea f = (z* + 1)(2? — 3) € Q[z] y K el cuerpo de descomposicién de
f sobre Q:
a) Describe todos los elementos de Aut(K).
Las raices de f son +v/3, £/, +iv/i, donde vemos que:

2 2
JioV2, V2
2 2
Asi, vemos que K = Q (\/3, \/5) <Q (\/§, \/5, 2'), pero esta ultima inclusién
es una igualdad, pues:

i= (Vi) ea(vivi)  va= Y e (va i)

Tenemos asi que K = Q (\/3, V2, z) y que Q < K es de Galois. Si calculamos
ahora [K : Q] por el Lema de la Torre:

1= [k:0(v3D)] [o(153) 10(v3)] [2(v9) @

. [Q (\/5) : @] =2, ya que x* — 3 es irreducible en Q[x] por Eisenstein.
. [K :Q (\/g, \/i)} =2, ya que 22+ 1 es irreducible en Q (\/5, \/5) [x] por

ser sus raices complejas.
= [Q(V3,v2) : Q(V3)] < 2 ya que 2 — 2 tiene por raiz V2. Si fuera
[Q (\/g, \/5) :Q (\/5)] = 1 tendriamos entonces que V2 €eQ (\/5), por

lo que existirian a,b € Q de forma que:

2 2 2 — CL2 + 3b2
V2=a+bV3 = 2=d+2V3+3P = ¢ o,
De ser b = 0 tendrfamos que v2 € Q, pero 22 — 2 es irreducible en Q]
por Eisenstein, por lo que tiene que ser a = 0, de donde:

2=30 <— b:vg

Pero vemos que 1/%/3 ¢ Q, ya que el polinomio 3z% — 2 es irreducible en
Q[z] por ser de grado 2 y no tener raices en Q, ya que sus tnicas posibiles
raices son:

1 2
B D J M
373

y ninguna lo es. Hemos llegado a una contradiccion, que viene de suponer

que [Q (\/3, \/§) :Q (\/§)} = 1, por lo que ha de ser 2.
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En definitiva, tenemos que 22 — 2 es irreducible en Q (\/§) [z], de donde tene-
mos:

[K:Q]=2"=8
Para calcular los elementos de Aut(K) lo que haremos sera aplicar varias
veces la Proposicién de extension. Comenzamos calculando los homomorfismos

n:@(\/g)%[(:

Como 2% — 3 € Ql[x] es irreducible y tiene sus dos raices (£v/3) en K tenemos
que hay dos automorfismos, 7; con j € {0,1}, que vienen determinados por:

V3L (-1)'V3

Cada uno de estos homomorfismos puede extenderse a varios homomorfismos

Q(V3,v2) = K:

Q(V3,Vv?2)

Yaquez?—2€Q (\/g) [z] es irreducible y tiene sus dos raices en K, tenemos
que cada 7; se extiende a dos homomorfismos 7, con k € {0,1}, que vienen
determinados por:

V3 (213
V2 S (—1)kV2

Cada uno puede extenderse a su vez a homomorfismos K — K:

Q(V3,v2) 5% K

N

K

Ya que 22 +1 € Q (\/g, \/5) [] es irreducible y tiene sus dos raices en K,
obteniendo para cada j, k € {0, 1} x{0, 1} los automorfismos 7; ,; conl € {0,1}
determinados por:

V3 (—1)Y/3
V2 EE (—1)EV2

i (1)
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b)

)

Asi, tenemos que:

Aut(K) = {nj,k,l Zj, kf,l € {0, 1}}
Comprueba que w € K, con w = ~1/2 4 iV3/a.
Como K =Q (\/g, V2, z) es claro que w € K.

Calcula Autg) (K) N Autgz (K).
Calculamos primero Autg)(K) y Autgz (K):

= Para el primero, vemos que:
_K:Q] 8
[Q(w): Q] 2

Puesto que Irr(w, Q) = ¢35 = 22 + 2 + 1. Asf como que los automorfismos
000, No10, M1o1, 111 dejan fijo el elemento w, por lo que:

| Autou) (K)| = (Autoe) (K) : {id}) = [K : Q(w)] = =4

{M000, 010, Mo1, M11} € Autge) (K)

Pero como | Autg) (/)| = 4 estos son todos.

= Y para el segundo de forma analoga se tiene que:

Ath(\/g)(K)) = (Autg(yg)(K) : {id}) = [K: @ (v3)] = ~ =4
Vemos de la misma forma que:
AUt@(\/g)(K) = {7000, Moo1 Mo10, To11 }

En definitiva, tenemos que:
Autgw) (K) N Autg /s (K) = {000, 7010}

Calcula los subcuerpos de K de grado 4.

Viendo la definicién de n;,; para j,k,l € {0,1} observamos que todos estos
elementos son de orden multiplicativo 2. Sea L < K con [L : Q] = 4, tenemos
entonces que (G = Aut(K)):

|Gl

4:[L:@]:[G¢A“tL(K>]:m

= |Auty(K)| =2

Es decir, que cada subcuerpo de grado 4 da un subgrupo de Aut(K) de orden
2 y sabemos por la conexién de Galois que al revés también sucede esto, por lo
que buscamos calcular los subgrupos de Aut(K’) de orden 2, que sabemos que
se corresponden con los generados por los elementos de orden 2, obteniendo
asi 7 subgrupos de orden 2:

(oo1),  (Mow0)s  {(mo11),  (Moo)s  (mo1),  (Mio),  (m1)

Detallaremos la obtencion del subcuerpo asociado al primer subgrupo y el
resto son andlogos.
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= Para (ngo1) observamos que Q (\/§, \/5) < Km01) | pues v/3 y v/2 quedan

fijos por este automorfismo. Como tenemos que:

Gl _8

(o] — 2~

[K(ﬂom) . Q] —

Y anteriormente vimos que:
@ (v5.v2) :q] =4

Tenemos por tanto que Q (\/g, \/5) = Km0 por lo que Q (\/5, \/5) es
un subcuerpo de K de grado 4.

u K<77010> = (@ (\/g7 2)

(
(
. Ko — Q (iv3, V3).
. K = Q (VG i).
. K = Q (iv2, V).
Ejercicio 2. Sea f = 2° + 322 — 2 + 1 € Q[z] con «, 3 raices reales de f. Calcular

[Q(a+5) - QJ.

Sea v la tercera raiz de f en un cuerpo de descomposicion, en vista de los coeficientes
de f y las relaciones de Cardano-Vieta, tenemos que:

—3=a+0+7 <= a+pf=-3—7

De donde deducimos que Q() = Q(a + ). Observemos que f es irreducible, pues
es de grado 3 y no tiene raices en QQ, ya que las tinicas posibles son +1 y ninguna
de ellas es raiz:

Q) =4 f(-1)=1
Tenemos asi que f = Irr(y,Q), por lo que:
3=1Q(7): Q] =[Q(a+5):Q
Ejercicio 3. Sea F un cuerpo con car(F) =2, a € F con F =TFy(a) y a® =a’®+ 1.
a) Calcular Aut(F).
Sea f = 2% 4+ 2° + 1 € Fy[z], estudiemos la irreducibilidad de f:

» [ no tiene raices en Fy[z], pues f(0) = 1 = f(1), de donde no tiene
factores de grado 1 ni factores de grado 5.

» El tnico polinomio irreducible de grado 2 en Fy[z] es 22 +x+1, si dividimos
f entre él vemos que:

P+ l= e+ )@t )+l

Por lo que f no tiene factores de grado 2, luego tampoco de grado 4.
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= f puede tener factores de grado 3, y los tinicos polinomios irreducibles de
grado 3 en [Fy[z] son:

24 +1, P +a+1

Vemos que:
P+ 1=+ 22+ 1)(2® + 1) + 2P

Por lo que 2 + 22 + 1 no es un factor de f, la tnica posibilidad restante
para que f tenga factores de grado 3 es que sea igual a:

P +r+1)=a%+2"+1
pero no es el caso, por lo que f no tiene factores de grado 3.

Concluimos que f es irreducible. Tenemos asi que f = Irr(a,Fs), con lo que:
[]FQ(CL) : ]FQ] =6 = Fg(a) = g4

Sabemos que Aut(F') es un grupo ciclico de orden 6, generado por el automor-
fismos de Frobenius 7, : Fy(a) — Fy(a) determinado por 7(a) = a?, con lo
que el grupo es:

Aut(F> = {7-177—277—477—877-1677-32}

donde 7; viene dado por 7;(a) = @, para j € {1,2,4,8,16,32}.

Encontrar un elemento b y expresarlo en funcién de a para que |Fq(b)| = 8.

Como [Fy(a) : Fy] = 6, tenemos que {1,a,a? a a*,a’} es una Fy—base de

Fy(a), Fo(a)* es un grupo de orden 63 = 32 -7, por lo que a puede tener érden
3,7,9,21 o 63:

» a®#£ 1= O(a) # 3.

s a’ =a(d®+1)=a+a=ad"+1+a#1= O(a) £ 7.

wad? =a*d" =d*d®+a+l)=a" +a*+a® =a@+1)+a+ada* =
a®+14+a+a®+a*#1= 0(a) #9.

=)’ =P+ P+ aita+1)’ =@ +ab +at+a2+1) =
e+ D)+ +1+at+ad®>+1)=d*(a+a®+1) =a* +a® +a® =
at+a® +1+a®# 1= O(a) # 21.

Vemos asi que O(a) = 63. Buscamos un elemento b € Fy(a) de forma que
Fy(b) = Fs. Sabemos que Fg es cuerpo de descomposicién de un polinomio de
grado 3 sobre Fy, y sabemos que los elementos de Fg4 son las raices de 2% — x,
cuyos factores son polinomios irreducibles cuyo grado divide a 6, por lo que
tanto las raices de z° + z + 1 como de 2 + 2% + 1 estéan en Fgy. Sea b € Fy(a)
la solucién a cualquiera de estas ecuaciones, obtendriamos asi que Fo(b) es
cuerpo de descomposicién de dicho polinomio, con lo que Fg = Fy(b). Obser-
vamos que Fy(b)* es un grupo ciclico de orden 7, por lo que b tiene que tener
orden multiplicativo 7. Observamos que elementos de esta forma en Fo(a) hay
6 (todos y cada uno de los elementos del grupo ciclico de orden 7, menos 1),
3 corresponden a las soluciones de x® + x + 1 y otros 3 a las de x® + 2% + 1.
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De esta forma, al tomar cualquier elemento b € Fy(a) de orden multiplicativo
3 obtenemos que [Fy(b) = Fs.

Como a tiene orden 63, tomando:
b=ad’

obtenemos que O(b) = 7, por lo que por el razonamiento que hemos mostrado
tenemos que Fy(b) = Fs.
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